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1 试题呈现

（2019 年福州市高三质检·文 21）已知函数
1( ) ln af x a x x

x


   ( a )R ．

（1）求函数 ( )f x 的单调区间；

（2）当 2e a e  时，关于 x 的方程
1( ) 

 
af ax
ax

有两个不同的实数解 1 2,x x ，求证：

1 2 1 24 x x x x .

2 试题分析

题目结构比较简单,以含对数函数及分式函数的初等函数为载体，与不等式相结合.试题分步设问,逐

步推进,由浅及深,较好地达到了考查目的.第一问考查的是导数的应用,利用导数求函数的单调区间基础

知识,考查运算求解能力,考查函数与方程思想、分类与整合思想等；第二问考查的是利用导数研究函数的

最值、零点，证明不等式等基础知识,考查抽象概括能力、推理论证能力,考查化归与转化思想、函数与方

程思想、分类与整合思想等.

3 解法赏析

试题的第二问涉及双参数问题的证明，方法较多，下例举几种常用方法，旨在抛砖引玉.

证法 1 设
1( ) ( )+ = ln +lnag x f ax a a x x

ax


 （ ），所以
(1 )( ) ( 0)a xg x x

x
   ，

当0 1 x 时， ( ) 0 g x ，函数 ( )g x 在区间  01，上单调递增；

当 1x 时， ( ) 0 g x ，函数 ( )g x 在区间  1, 上单调递减；所以 ( )g x 在 =1x 处取得最大值.

当 2e a e  时，方程
1( ) 

 
af ax
ax

有两个不同的实数解 1 2,x x

所以函数 ( )g x 的两个不同的零点 1 2,x x ，一个零点比 1 小，一个零点比 1 大. 不妨设 1 20 1x x   ，

由 1( ) 0g x  ，且 2( ) 0g x  ,得 1 1=ln( )x ax ，且 2 2=ln( )x ax ，则 1 2
1 2

1 1= e = ex xx x
a a

， ，所以 1 2+
1 2 2

1= ex xx x
a

，

所以
1 2+

1 2
2

1 2 1 2

1 e=
+ +

x xx x
x x a x x

 ， 令 1 2+ =x x t ， e( )=
t

h t
t
，

2 2

e e e ( 1)( )=
t t tt th t

t t
    ．

因为 1 2 1 2+ ,0< 1t x x x x   ，所以 1t  ，所以 ( ) 0 h t ，



所以函数 ( )h t 在区间 (1, ) 上单调递增, ( )h t  (1) eh  ，所以
1 2( + )

1 2
2 2

1 2 1 2

1 e e=
+ +

x xx x
x x a x x a


e 1
4 4e

  ，

又因为 1 2+ 1x x  , 所以 1 2 1 24 x x x x ．

评注 本法为参考答案的解法,属于常规解法.其思路即利用结构分析,把要证明的不等式转化为证明

1 2

1 2

1
+ 4

x x
x x

＞ ,把 1 2 1 2+x x x x、 这两个式子看做一个整体,因此考虑把其中一个式子转化另一个式子,即

1 2+
1 2 2

1= ex xx x
a

.从而要证的不等式中只含有一个变量 1 2+x x ，对其进行换元后,通过构造函数不难得以证明.

双参数问题的处理往往寻找两个参数的关系,再进行消元转化.若把 1 2+x x 用 1 2x x 来替换,同样可以构造一

个新函数来证明,本质是一样的,如证法 2.

证法 2 同证法 1, 1 1=ln( )x ax ，且 2 2=ln( )x ax ，则
2

1 2 1 2 1 2+ ln( ) ln( ) ln( )x x ax ax a x x   ,

2
1 2 1 2 1 2 1 2+ 4 ln( ) 4x x x x a x x x x   ,令 1 2 ,t x x 2( )=ln( ) 4h t a t t ,因为 1 20 1x x   ,所以 0t  ，

1 4( )= th t
t
 ,所以 ( )h t 在

1(0, )
4

上单调递增,在
1( , )
4
 上单调递减.因为 2e a e  ,

所以
2

max
1( ) ( ) ln 1 2ln ln 4 1 ln(2 e) ln 4 1 0
4 4

ah t h a        ＜2 .

则
2

1 2 1 2 1 2 1 2+ 4 ln( ) 4 0x x x x a x x x x   ＜ , 1 2 1 24 x x x x .

评注 本法思路与证法 1 类似,把 1 2+x x 用 1 2x x 来替换,区别之处是构造的函数中还有 a这个参数,因此

得到构造函数的最值也含有 a ,要通过放缩进行转化.

证法 3 设
1( ) ( )+ = ln +lnag x f ax a a x x

ax


 （ ）,同证法 1 函数 ( )g x 的两个不同的零点 1 2,x x ，一

个零点比 1 小，一个零点比 1 大. 不妨设 1 20 1x x   ，又
1 1 2 1( ) ln ln 0
2 2 2 2 2

a eg a a  （ ）＜（ ）= ,

(1) 0g ＞ ,所以 1
1 1
2

x  ,
1 2

1 2 1 2

+ 1 1+ 2 1 3 4x x
x x x x

  ＜ ＜ ,所以 1 2 1 24 x x x x .

评注 本法思路是把
1 2

1 2

+x x
x x 转化为

1 2

1 1+
x x ,利用零点存在性定理缩小 1x 的范围为 1

1 1
2

x  ,再利用不

等式的基本性质加以证明.



证法 4 令 1x t ,则 1 2 1 2 2 2+ 4 (1 4 )x x x x x t x    ,同证法 3得
1 1
2

t  ,

令 2 2
1( ) (1 4 ) ( 1
2

h t x t x t   ＜＜）,因为 2 1x ＞ ,所以 2 2
1 1( ) 0 (1) 1 3 0
2 2

h x h x   ＜ ， ＜ .

则 ( ) 0h t ＜ ,即 1 2 1 24 x x x x .

评注 本法思路以双参数中一个参数 1x 为主元,构造以 1x 为变量的函数.在构造函数中,主元的确定很

重要,本题也可构造成以 2x 为变量的函数,方法类似,本文不再赘述.

4 试题变式

已知函数    21ln
2

f x x x x ax a R    ，在定义域内有两个不同的极值点 1 2 1 2, ( ).x x x x

（1）求 a的取值范围；（2）求证： 1 2 2 .x x e 

略解（1） a的取值范围为
10 )
e

（， ；（过程略）

（2）由题意及（1）可知，即证 1 2
2 ,x x
a

  因为
1 1

2 2

ln
{
ln

x ax
x ax



，所以 2 1

2 1

ln lnx xa
x x





，

即证
 2 1

2 1 2 1
2 1

2
( 0),

ln ln
x x

x x x x
x x


   


即证

 2 1
2 1 2 1

2 1

2
ln ln ( 0)

x x
x x x x

x x


   


，

设    2 1
ln ( 1),

1
x

h x x x
x


  


则  
 

 
 

2

2 2

11 4 0,
1 1

x
h x

x x x x


   






所以    2 1
ln

1
x

h x x
x


 


在  1, 上单调递增，所以      2 1
1 0, ln ( 1),

1
x

h x h x x
x


   


令 2

1

1xx
x

  ，则原不等式成立.

5 解后反思

在高考中,函数与导数问题一般含有参数,如果是双参数问题,一般是想方设法把双元先通过换元或

其它方法,转化为一个变量问题,再进行求解.本文所提供的几种变形方法本质都是转化为一个变量函数问

题.


