
例析处理恒成立与有解问题的若干策略

福建省莆田第二中学 谢新华

摘 要：在方程或不等式中，常遇到恒成立与有解问题，在恒成立或有解条件下求参数的

取值范围问题．此类问题渗透着换元、化归与转化、分类与整合、数形结合、函数与方程等

思想方法. 其解题的基本思路是：根据已知条件将问题向基本类型转化，正确选用分离参数

法、函数图像与性质法、数形结合法等解题方法求解．本文通过几个典型题目解析供参考.
关键词：任意；存在；恒成立；有解

例 1 不等式 0522  aaxx 在 Rx 上恒成立，求实数 a的取值范围.

解析 依题意由 0)52(42  aa 得 102  a ，所以实数 a 的取值范围是

)10,2( .

评析 本题化归为二次函数型问题，结合抛物线图像特征求解 .一般地，设函数

cbxaxxf  2)( ， 则 Rxxf  在0)( 上 恒 成 立 0,0  cba 或

0,0  �� a ； Rxxf  在0)( 上恒成立 0,0  cba 或 0,0 a .

例 2 不等式 0522  aaxx 在 ),2( x 上恒成立，求实数 a 的取值范围.

解析 1 设 ,52)( 2  aaxxxf 由 0)( xf 在 ),2( x 上恒成立，所以
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a
或 ，解得 4a 或 42  a ，即 2a ，所以实数 a的取

值范围是 ),2(  .

解析 2 因为 0522  aaxx 在 ),2( x 上恒成立，所以 2
52
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在 ),2( x 上 恒 成 立 . 令 ),0(2  ttx 所 以
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，当且仅当 3t

即 1x 时等号成立，所以 2a ，即实数 a的取值范围是 ),2(  .

评析 解析 1 化归为二次函数型问题，结合抛物线图像特征求解. 一般地，（1）设

)0()( 2  acbxaxxf ， ],[0)(  xxf 在 上 恒 成 立
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或或 ； ],[0)(  xxf 在 上 恒 成 立
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. 解析 2 通过分离参数法，将问题转化为 )(xga  恒成立，再运用基本

不等式求函数的最值，使问题获解.一般地，若不等式 )(xfA  在区间D上恒成立，则

等价于在区间D上 )(max xfA 
；若不等式 )(xfB  在区间D上有解，则等价于在区

间D上 )(min xfB  .

例 3 不等式 0522  aaxx 在 )2,6( a 上恒成立，求实数 x 的取值范围.

解析 设 ,5)2()( 2  xaxag 由 0)( ag 在 )2,6( a 上恒成立，所以
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，解得 1x 或 7x ，所以实数 x 的取值范围是 ),7[]1,(  .

评析 通过参变量转换化为一次函数型问题，利用一次函数的图像特征求解.一般地，已知

函 数 ],[,)( nmxbkxxf  ， 若
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例 4 已知函数 12)( 2  axxxf ，
x
axg )( ，其中 0a ．

（1） ]2,1[x ，都有 )()( xgxf  ，求实数 a的取值范围；

（2） ]2,1[],2,1[ 21  xx ，使得 )()( 21 xgxf  ，求实数 a的取值范围.

解析（1）由
x
aaxx  122
得

12 2

3





x

xxa 对 ]2,1[x 恒成立，设
12

)( 2

3





x

xxx ，

因为 0
)12(
12)( 22

24







x
xxx ，所以 )(x 在 ]2,1[ 是增函数，所以

3
2)1()(min   x ，

所以实数 a的取值范围是 )
3
2,0( ．

（2）因为 0a ，所以
x
axg )( 在 ]2,1[ 是减函数，所以 .

2
)2()(min

axg  

当 10  a 时， afxf 22)1()(min  ，由
2

22 aa  得
5
4

a ，所以
5
40  a .



当 21  a 时， 1)()( 2
min  aafxf ，因为 012  a ，不符合题意舍去.

当 2a 时， afxf 45)2()(min  ，由
2

45 aa  得
9
10

a ，不符合题意舍去.

所以实数 a的取值范围是 )
5
4,0( ．

评析 第（1）问等价转化为函数 0)()(  xgxf 恒成立，接着通过分离参数法，将问题转

化为 )(xa  恒成立，再运用导数法求函数的最值，使问题获解. 第（2）问对不同变量

对应的两个函数 )(xf 和 )(xg 分别求最值，即只需满足 )()( minmin xgxf  即可获解．

例 5 已知函数 )2(
2

33)(
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xxxf ， )2,1()(  xaaxg x

.

（1）若 ),,2(0 x 使 mxf )( 0 成立，求实数m的取值范围；

（2）若 ),,2(1 x ),,2(2 x 使得 )()( 21 xgxf  ，求实数 a的取值范围.

解析 （1） 1
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x ，当且仅当 3x 时等号成立，

故实数m的取值范围是 ),3[  .

（2）由（1）知函数 )(xf 的值域是 ),3[  ，因为 2,1  xa ，所以函数 )(xg 的值

域 是 ),( 2 a ， 因 为 ),,2(1 x ),,2(2 x 使 得 )()( 21 xgxf  ， 所 以

),(),3[ 2  a ，所以
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，即 31  a ，故实数 a的取值范围是 )3,1( .

评析 一般地， ,Dx 使得 mxf )( ，等价于m的取值范围是函数 )(xf 在D上的值域；

对 ,2211 DxDx  ， 使得 )()( 21 xgxf  ，等价于函数 )(xf 在 1D 上的值域 A是函数

)(xg 在在 2D 上的值域 B的子集，即 BA  .



例 6 已知函数
2

33)(
2





x
xxxf ， )0(22)(  aaaxxg ，若 ]4,3[, 21  xx ，使

得 )()( 21 xgxf  成立，求实数 a 的取值范围.

解析 因为 22

2
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x
xx

x
xxxf ，因为 ]4,3[x ，所以 0)(  xf ，所以

)(xf 在 ]4,3[ 为增函数，则 )4()()3( fxff  ，即
2
7)(3  xf ，即 )(xf 的值域为

]
2
7,3[A .

因 为 )0(22)(  aaaxxg 在 ]4,3[ 为 增 函 数 ， 则 )4()()3( gxgg  ， 即

22)(2  axga ，即 )(xg 的值域为 ]22,2[  aaB .

因为 ]4,3[, 21  xx ，使得 )()( 21 xgxf  成立，所以  BA ，若  BA ，则
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a .所以  BA 时，
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 a .

所以实数 a的取值范围是 ]
2
3,

2
1[ .

评析 一般地， ,2211 DxDx  ， 使得 )()( 21 xgxf  ，等价于函数 )(xf 在 1D 上的值

域 A与函数 )(xg 在在 2D 上的值域 B的交集非空，即  BA .
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