
着力一题多解 引领学生思考
——以一道高三质检题为例

蔡海涛

本文以一道高三质检题为例，提供了多种解题思路，兼顾了解题的通性通法和特殊

解答技巧，引领学生进行解题反思，归纳和提炼解题思想和方法，并在解题教学层面进

行了深入思考，旨在培养学生的数学核心素养．

一、试题呈现

（2020 年莆田市高三第三次质检·理 21）设函数   lnf x x x ，    exg x a a R .

(1)若曲线  y f x 在 1x  处的切线也与曲线  y g x 相切，求 a的值.

(2)若函数      G x f x g x  存在两个极值点.

①求 a的取值范围；②当
2e 2a ≥ 时，证明：   0G x ＜ .

二、解法探究
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＜ ，因为    2 0H m H ≤ ，

故  H x 存在唯一零点  0 1,2x  ，所以  F x 有唯一的极大值点  0 1,2x  .
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＞ ，所以  0F x 在区间  1,2 单调递增，
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综上，当
2e 2a ≥ 时，均有
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＜ ，即   0G x ＜ .

评注：这个解法是官方提供的唯一参考答案，此法的思路为求  G x 的最值，故考虑对

其进行求导，发现导函数较为复杂，所以将其转化为求函数     eln
xG x aF x x

x x
   的

符号，简化了下一步的求导运算，突破了本题的第一个难点.进而分析  F x 的符号，当

0 x＜ ≤1 时 ， 易 知   0F x ＞ ， 从 而 得   0F x ＜ . 当 x＞1 时 , 对  F x 求 导 得
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间  1,2 存在唯一隐零点 0x ，再由  0F x 单调性得  0 0F x ＜ ，突破了本题的第二个难点，

本题得证.法一的基本思路为      max max
0 0 0G x G x F x ＜ ＜ ＜ ，思路直接，但在

当 x＞1时的讨论比较复杂.

②解法二:
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又 '( )u x 在区间 ),1[  单调递减，所以 '( ) '(1) 0u x u ≤ ，即 )(xu 在 [1, ) 为减函数.

又 (2) 1 ln 2 0u    ， (3) 1 2ln 3 0u    ，

所以 0 (2,3)x  ，使得 0'( ) 0h x  ，即 0 0 0ln 1 ln 0x x x   .（*）

则当 01 xx  时， 0'( ) 0h x  ， )(xh 为增函数；当 0xx  时， 0'( ) 0h x  ， )(xh 为减函数.
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ln
ex
x xa  ，所以原命题成立.

评注：此法的思路是通过分离变量转化为要证
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x xh x  求导，研究其单调性，得到 '( ) 0h x  的隐零点 0x ，进而得到 m a x 0( ) ( ) ,h x h x=
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h x  证之.法二的基本思路类似法一，都是转化求函数的最值，区别之处在于先

对参数进行分离，使得运算简化.



②解法三:

证明:要证原不等式成立，只须证 ln e xx x a＜ ，因为
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则  m x 区间  0,2 单调递减，在区间  2,+ 单调递增，
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评注：此法的思路是先利用
2e 2a ≥ ，把问题转化为证明

2ln 2e xx x ＜ ，从而消去参数，

突破了难点，进而进一步等价变形为
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- ＜ ，构造函数证明会比较复杂，所以把 ln x与 ex分离在不等

式两边进行处理，这种解法称“分而治之”.一般地，对于形式比较复杂的函数，往往需要

合理拆分与变形，一般转化为只含有一个“超越式”的函数进行处理.

②解法四:

证明：同解法三，即证
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评注：函数  
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 为凹函数，函数    = 2ln 1g x a x  为凸函数，利用切线进行放

缩转化得到证明.

三、高考链接

1.（2018 年高考全国卷Ⅰ•文科 21）已知函数 ( ) e ln 1xf x a x   ．

(1)设 2x  是 ( )f x 的极值点．求 a，并求 ( )f x 的单调区间；

(2)证明：当
1
e

a≥ 时， ( ) 0≥f x ．

2.（2015 年高考全国卷Ⅰ•文科 21）设函数   2e lnxf x a x  ．



(1)讨论  f x 的导函数  f x 零点的个数；

(2)证明：当 0a  时   22 lnf x a a
a

≥ ．

3.（2014 年高考全国卷Ⅰ•理科 21）设函数  
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  ，曲线 ( )y f x 在

点  1, (1)f 处的切线方程为 e( 1) 2y x   .

（1）求 ,a b；（2）证明： ( ) 1f x  .

四、变式拓展

变式 1:已知函数   2ln 2
ex
xf x 

 .

（1）求函数  f x 的单调区间；

（2）证明：当 0x  时，都有     2

2 2ln 1
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    .

解:（1）函数  f x 在  0,1 上单调递增，在  1, 上单调递减；(过程略)
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评注:对于含有 ln x与 ex 型的超越函数，具体解决时须根据两类函数的特点，挖掘结构

特征，灵活变形，脑中有“形”，注意重要不等式 ln 1 e 1xx x x  ≤ ≥ 的合理代换.

变式 2:若关于 x的不等式 2 1e ln
2

x a x a ≥ 恒成立，求实数 a的取值范围.

解法一:由题意得  22e 2 ln 1x a x ≥ ，即函数   2=2e xf x 的图象在函数    = 2ln 1g x a x  图

象的上方，显然当 0a＜ 时，不合题意；当 0a= 时，符合题意；

当 0a＞ 时，临界值为两曲线相切时取得，设切点横坐标为 t，则有
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故 a的取值范围为 20,2e   .
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≤ ，即 20 2ea＜ ≤ ，故 a的取值范围为 20,2e   .

评注:解法一是从函数的图象入手，函数   2=2e xf x 是凹函数，函数    = 2ln 1g x a x  是

凸函数，通过两函数的公切线来进行转化；解法二对参数进行分离，转化为求
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再利用不等式“ e ex x≥ ”及“ ln
e
xx≤ ”进行放缩得到最小值.两种解法的过程不同，但基本

思路相同，均是利用切线放缩对凹函数与凸函数进行转化.

五、教学启示

1.解题教学的启示

在解题教学中，教师常常采用“一题多解”，让学生从多种思维角度来思考问题，既要

重视通性通法，又要关注特法巧解，解后引导学生对解题方法进行归纳，思想上进行引领.
指数对数组合型的函数不等式问题，常用的解题方法有三种：一是指数对数分离并向易于求

最值的常用函数转化；二是利用放缩消掉指数函数或对数函数之一，再进行处理；三是隐零

点法.对于具体问题，可根据函数特征具体分析，选择合适方法求解.
解题教学还常常对问题进行变式，变式通过 “变中发现不变”来学习抽象化和 “以不

变应万变”来学习公理化，以此来解决数学教学中的核心问题——“抽象化”和“公理化”．基

于突出数学本质的解题教学，不应局限在解题方法的展示，更应引导学生课中、课外注重知

识背后的数学思想、方法的贯通，注重形、数之间的结合，引导学生进行学习内容逻辑线索

的梳理，强化在数学实践活动中综合运用数学知识的能力，从不同角度思考问题，由此建立

起知识体系，从而能以一览众山小的姿态来看待数学问题.

2.精选例题，聚焦高考

教师讲解模拟卷的典型试题，应聚焦高考试题，进行高考试题对点链接，引导学生学会

归纳试题的共性，学会应对试题创新变化、看破迷雾、提升抓住问题本质的能力．高考压轴

题都具有一定的创新性，解题教学中，教师应努培养学生的发散思维，拓宽学生的视角，只

有这样，才能让学生做到“以不变应万变”，笑傲考场.

3.引领学生深度思考

解题教学教师应引领学生深度思考，引导学生从不同视角、不同方向进行观察、类比、

联想，引领学生深度思考，思考一题多解、一题多变、多题一解、多解归一；思考答题难点



是什么，为什么不会？这种解法能否推广？思考这道题还可以得到哪些结论，条件结论能否

互换.

通过思考，获取问题的内在联系，关注学习内容的有机整合；注重知识学习的批判理解；

着意学习过程的建构反思；重视学习的迁移运用和问题解决，从而领悟数学之美，提升核心

素养.


